CISLA 49

89.

Najdite vSetky dvojice prirodzenych Cisiel, ktoré vyhovuja rovnici:
(a+b)-(a-b)+2b-(a+2b)-2b* =49
RIESENIE
(a+b)-(a-b)+2b-(a+2b)-2b> =49
(a* -*)+2ab + 4b° - 20" = 49
a’ -b* +2ab+2b* =49
a’ +2ab+b* =49
(a+b) =49 > (a+b)’ =7 > (a+b)=7

Vysledok: Budu vyhovovat nasledujace dvojice Cisiel:
(a,0)=(1,6),(2,5),(3,4),(6,1),(52),(43).

90.

Mama upiekla Sofii narodeninovu tortu. Sofia pozvala troch kamaratov na oslavu.

Kolko kusov torty zjedli Sofiine kamaratky, ked kazda zjedla 1 z polovice torty.
Torta bola nakrajana na 12 kusov. 3

RIESENIE

% je 6 dielov.

% z0 6 dielov su 2 diely.

Kazda kamaratka zjedla 2 diely.

& Komentadr

Priklad je jednoduchy. Dolezité je uvedomit si, Ze nemuseli zjest celil tortu.

91.

O kolko je dizka opisanej kruznice vicsia ako dizka vpisanej kruznice do $tvorca
s dizkou uhlopriecky /50 . Vysledok zaokrihlite na celé isla.
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Tato hodnota by zodpovedala priemernej dizke Zivota muZa na Slovensku. MoZete
vyskusat vypocitat, kolko Tudi by sa mohlo zmestit na povrch zemegule, ked by na
jedného ¢loveka pripadalo 1000 m*. Mozno budete prekvapeny i vo vztahu k sucas-
nej emigracnej krize.

Pozndmka na zdver:

Nasa Ciselna sustava presla dlhym historickym vyvojom a svoje korene ma v Indii a v Saudske;j
Arabii. Svoje miesto ma aj Sestdesiatkovy zaklad z cias eSte 2000 rokov pred Kr., napr. minata
ma 60 sekund, hodina ma 60 minut, pravy uhol ma 90°.

Zaujimavé cisla sa tzv. dokonalé ¢isla. Sucet delitelov dokonalého ¢isla sa rovna tomuto Cislu.
Prvé dokonalé Cislo je Cislo 6. Jeho delitele su 1, 2, 3 a ich sucet je 6 (pozn. za 6 dni bol stvo-
reny svet). Dalsie dokonalé ¢islo je Cislo 28. Jeho delitele sa 1, 2, 4, 7 a 14 a ich sucet je 28.
Nasledujucim dokonalym ¢islom je cislo 496. Jeho delitele su 1, 2, 4, 8, 106, 31, 62, 124, 248
a ich sicet sa rovna 496. Dalsie dokonalé &islo je uz velmi velké.

Dalej pri praci s islami, najmi pri prici so zZlomkami, si uvedomujeme, 7e sa ahsie nasobia
ako spocitavaju. Pri nasobeni jednoducho nasobime citatela ¢itatelom a delime tento sucin na-
sobkom menovatelov. Pri s¢itani musime najskor urcit spolo¢ného menovatela.

Dalsie pravidlo hovori, Ze ak mame Cisla x, y a zoberieme vsetky prvocisla, ktoré sa na-

chadzaja v rozklade aspon jedného z nich a oznacime ich p,, p,, ... p,, potom plati:
(2,0)=pi* - D5 - it

gl Priklad

Vypocitajte rozdiel % —é a uvedte do zakladného tvaru.
112=2*.7
182=2-7-13

Prvocisla sa 2, 7, 13.
Teda piseme:
112=2*.7".13°
182=2".7".13'
Preto plati:
v=4,0,=1,0v,=1
Potom:
[112,182]=2% 7' 13! =1 456
3 1 39-8 31

112 182 1456 1456
31 je prvocislo, t. z., ze zlomok je v zakladnom tvare.

Takto podobne by sme mohli uvadzat dalSie a dalSie pravidla a poznatky pri praci
s Cislami.
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& Komentar

Z vareného mdsa varime porcie pre hosti, kde kazZda porcia ma stanoveniti svoju
hmotnost. Tymto prikladom, ktory nam dava urcity vztah (1,54a) rieSime potre-
bu mnozstva cerstvého mdsa.

57.

Cena tovaru sa najprv zvysila o 10 % a nasledne sa znizila o 10 %. Dokazte, ze sa po-
vodna cena znizi o 1%.

RIESENIE

POVOANA CENA ..eeeeeiiiieiie e x =10 % =——-10

Nova cena po zvySeni povodnej CENy .................... (x + %) -10
x+-2 .10

Z tejto novej ceny pocitame znizenie o 10 %, t. j. o iT -10

Odpocitame a dostaneme:
10x 10x-10

10x x+100 X 10x 100 X x X
X+ - A0=|x+— || —F—— |=| X+ — |- | —+— | =
100 100 10 100 100 10 10 100

1
=l +—- = = -
10 10 100 100
Xl 11w
100 100

Vysledok: Vysledok dokazuje zadanie prikladu.

& Komentar

Ide o vSeobecny priklad, ktory moze byt modifikovany réznymi spésobmi.

58.

Pracovnik dostal na zaciatku plat, ktory sa mu po prvom roku zvysil 0 5 % a v dalSom
roku sa nasledne znizil o 5 %. Vypocitajte, aky bol stav platu pracovnika oproti po-
vodnému stavu.

RIESENIE

Povodny plat ........cccoveveiiieeiiiiiie, X

ZVYSENHE 05 % oooeroveeeeeeeeeeeeeeeeereeeeeee X5 0%
100 100

Plat po prvom roKuU .........ccccceeeiviiennnn. (x + S_xj
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57.

X

Vypocitajte najvicsieho spolocného delitela Cisiel 1 080, 720, 432.

RIESENIE

Mame vypocitat D(1 080, 720, 432).

Na vypocet pouzijeme tito vetu: ak a, b, ¢, k # 0 ax, y si prvky oboru M s najvicsim
spolo¢nym delitelom a ak a = kx, b = Ry, potom:

D(a,b)=k-D(x,y)
D(a,b,c)= D[D(a, b) c}
Najskor vypocitame:
D(1080,720)=10-D(108,72) =10-4D(27,18) =10-4-9D(3,2) =360D(3,2) =
=360-1=360
Dalej: D[ D(1080,720), 432] = D(360, 432) = 8- D(45,54) =8-9D(5,6) =72-1="72
Potom: D(1080,720, 432)=72.

Vysledok: Najvicsi spolocny delitel je 72.

58.

Vypocitajte najmensi spolocny nasobok cCisiel 1 080, 720 a 432.

RIESENIE

Mame vypocitat 7(1 080, 720, 432).

Na vypocet pouzijeme vztahy (a, b, ¢ sa prirodzené Cisla):
n(a,b)-D(a,b)=a-b

n(a,b,c)= n[n(a, b), c}

1080-720

1080,720) = ———————
n(1080,720) D(1080,720)

Vypocitame:
D(1080,720)=10-D(108,72) =10-4D(27,18) =10-4-9D(3, 2) = 360
1080-720
n(1080,720) = —————— =2160
360

n(1080, 720, 432) = n[ n(1 080, 720), 432 ] = n(2160, 432) = 432-1(5,1) = 4325 =2 160
Vysledok: Najmensi spolo¢ny nasobok Cisiel (1080, 720, 432) je 2 160.
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RIESENIE
x ) 50 m
(x+5j =x*+50°
2
aa2xSy ﬁj = x? +50°
2 2 X X+ (x/2)
2
x? +x? =50°
4x° + x° 50° v=60 m/min. §
v
5x% = 4-50°
2
2_420 _2\-&0:44,7m
Dalej plati: 44,7 m v,
50 m v,
50 v
44,7 v,
500, = 44,70,
5060 = 44,70,
3 000
=~——=067,2 m/min.
Y "7 /mi

vysledok: Sirka rieky je 44,7 m, rychlost pridu je 67,2 m/min.

21.

Kolko hmotnostnych dielov 82 % a 54 % roztoku treba na namiesanie 76 % roztoku?

RIESENIE

Mame x hmotnostnych dielov 82 % roztoku
Mame y hmotnostnych dielov 54 % roztoku
Dostavame (x + ) hmotnostnych dielov 76 % roztoku.

V x dieloch 82 % roztoku je x-82

dielov rozpustnej latky.

V y dieloch 54 % roztoku je y-54

dielov rozpustnej latky.

(x+y)-76

V (x + p) dieloch je 76 % roztoku je 100

dielov rozpustnej latky.
Zostavime rovnicu: p 26
x-82 -5 =(x+y)~ /.100
100 100 100
x-82+y-54=(x+y)-76
82x+54y =76x+76y
82x -76x =76y -54y

6.x=22y:£=2
y 6
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Udaj, s ktorym nebolo pocitané, predstavuje hodnotu mnozstva citronov, a to je udaj
115.

Vysledok: V predajni BIO nebola vylozena prepravka, v ktorej bolo 115 kg citronov.

97.

Dokazte, Ze v ovocnom sade tvaru obdiZnika s rozmermi 25 x 42 m nie je moZné vy-
sadit 250 stromov, ak chceme dodrzat zasadu, Ze kazdé dva stromy su od seba vzdia-
lené aspon 3 m.

RIESENIE

25 m

NN

42 m

Rozdelime si plochu na rovnaké Casti, v kazdej Casti je jeden strom, strana kazdej ¢as-
ti moze mat velkost z intervalu (15; 3).

Hodnotu 42 budeme delit ¢islami, od 1,6 po 2,9, priCom vieme, Ze musime mat ce-
lociselny pocet stromov, teda celociselny delitel dostaneme po deleni 2, resp. 2,1:

42:2=21

42:21=20
Velkost strany Casti teda modZe byt 2 m, resp. 2,1 m. Pri strane dizky 2 m dosta-
neme v smere 25 m, 25:2=12:2=24m, t. j. 12 stromov a 1 m chyba, resp.

12-12,1=25,2, 20 cm presahuje, ¢o je vyhodnejsie. Plochu teda rozdelime na Casti
so stranou 2,1 m, teda 2,1-21=4,41.

Celkovy obsah obdlZnika je 25-42 =1050 m?.
Potom 1050 : 4,41 = 238.

Cize keby sme vysadili do sadu 250 stromcekov, aspon v jednom tseku (jednej Cas-
ti, Stvorci) by boli 2 stromceky.

x?=21"+21 x

2,1
X =2-(217 5> x=21-2 ’

21

vysledok: Uhlopriecka so stranou 2,1 m je 2,1-+/2 <3, a tak aspoii dva stromceky
z jednej Casti (Stvorca) su blizsie k sebe ako 3 m.



GEOMETRIA OSTREHO UHLA, GEOMETRICKE UTVARY V ROVINE A V PRIESTORE

343

RIESENIE

Objem valca = zr* -v =3,14-5"-30 = 3,14-25-30 = 2355 cm®
Objem kuzela = 0,4-2355 =942 cm’

Objem kuzela:

1
V==mar’v
3

942:%5,14.25-0

2826=3,14-25v k

2826
314
v =36 cm

Vysledok: Vyska kuzela je 36 cm. w

33.

v=30cm

Do gule s polomerom 7 je vpisany samostatny valec. Urcte povrch a objem valca.

RIESENIE
Povrch gule: S, = 4ar’

Objem gule: V, = gnrs

Polomer podstavy vpisaného valca nech je x.
Vyska valca je 2x.

Z trojuholnika ABC plati: (2r)” = (2x)* +(2x)*

417 = 4x% + 4x° D¢ N
47* = 8x* ) ’
r? =2x° o
o 2
2 2 2 . .
Povrch valca je: S, = 2mx? + 2mx - 2x A 1% B

n . .
4 2 2
S, = ar* + 2ar* =371’

2
Objem valca je: V, =ax’ - 2x = - rfJ -2'72.\/5
Tr?2 2.r-42
V,= :
4 2
3.
sznrzx/i

vysledok: Povrch valca je 377* a objem valca je

ar’ 2
—
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RIESENIE
Rez je pravidelny Sestuholnik. VSeobecny vzorec pre pravidelny Sestuholnik je:

7'6 NE

Vypoc1tame |KL|, t.j. 7

D’ c

aY (aY
wt-(3]-(3
2 2
2 2 2 2
|KL| :_+a_:212a_
2
a2
KL
K= {5 =
Dosadime do vzorca:
S:%-|KL|2-£
2
3 (a2 3 a’-2 3a° -3
s==. Jaz=2.4 2 [z _24 NI
(452 ] -3 L2 -2

3a’-\3
==

Vysledok: Hladany obsah je

& Komentar

Obsah pravidelného osemuholnika je Sy = 2r2 2.

130.

Nad polomerom kruznice su zostrojené dalSie dve pol kruznice. Urcte polomer kruz-
nice, ktora sa dotyka vSetkych troch pol kruznic.

RIESENIE

Oznacime si:

|AC|=

|BC| ==

Polomer hladanej kruznice si oznacime x =|DE)|.

Plati: E
|CD|=|CE|-x=r-x x

V pravouhlom trojuholniku BCD plati:
|BD* =|BC| +|cDf’

NS

(%+xj2 = (2%)2 +(r-x)’ 4 ‘ C ‘r B

2

2

r r r
(—j +2-5-x+x2 =— 47’ = 2rx + x°

4

2

r r
Z+rx+x2 =2+rz—2rx+x2
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To isté bude platit pre tzv. stromy. Pravdepodobnost vysledku, ktory je na danej
vetve stromu, sa rovnd sucinu pravdepodobnosti, ktoré zodpovedajii vSetkym ces-
tam v danej vetve. Pri pravidle sCitavania plati, Ze ked ide k danému cielu viac
samostatnych ciest, dosiahnutie daného ciela sa rovnd sicinu pravdepodobnosti
prechodu kazdou z jednotlivych ciest.

76.

Hodime kockou, ktorej schéma je na obrazku. Vsetky vysledky st rovnako mozné.
Kodujte pocet bodiek, ktoré sa objavia na hornej stene. Urcte ich pravdepodobnost.

RIESENIE K
Mnozina vSetkych moznosti padnutia bodov, ktoré 3 : . .
sa objavia na hornej strane kocky. 0 D D E
Mnozina je Q={1,2,3,4,5,6}. . o

1 o e
Potom By, = By =B, = Ry = Fs) = K = 5

Porovname teraz s pripadom, ze by iSlo o ruletu podla obrazka:

RoztoCime ruletu a budeme sledovat, na ktoré cisla ukaze

sipka. Ked vysledky zakodujeme, a kedZe z tvaru rulety vy-
plyva, ze kazdy vysledok ma rovnaku Sancu, dostaneme
0={1,234,5,6}. 4

1
Potom B,y = F, =L = P(4) =Fs = Ps) = 5

Vidime, ze kocka aj ruleta sa spravaju rovnako.

(

& Komentar

Jednym z dolezitych poznatkov tychto rieSeni je to, Ze niektoré nahodné pokusy
mozno nahradit inymi. Takisto urcité pokusy mozno simulovat inymi pokusmi.

77.

Predstavme si mala ruletu, ktord umoznuje vybrat 4 €, 6 €
alebo 12 €. Hrac si chce zahrat 36-krat. Kolko moze vyhrat
celkom a kolko v jednej hre?

RIESENIE

Oznacime si x vyhier v jednej hre. Obrazok urcuje rozloze-
nie nahodnej veliciny x.

N[ = 4
P [= 1O\
N .

Podla obrazku v polovici pripadov, t. j. v 18, pocCitame s vyhrou 4 €, v tretine pripa-
dov, t. j. v 12 pripadoch, pocitame s vyhrou 6 €, v 6 pripadoch pocitame s vyhrou
12 €.



ZHRNUTIE
ZISKANYCH POZNATKOV

pri vypocte druhych mocnin ¢isiel mézeme pouzit vztah
(z+d)’ =2*+2zd +d* = z(z +zd) +d* , resp. (z-d)’ = z-(z - zd) + d*
plati A’ =(A-d)-A-(A+d)+d’A, pricom d moze byt lubovolné cislo

2 2
a +b
<b?

ak a* < b?, tak plati a® <

ked (n2 + 1) je delitelné 5, potom 7 nie je delitelné 5
pre vSetky kladné celé Cisla n plati: sicet n” +n je delitelny dvoma
pre vsetky kladné celé Cisla n plati: 4” —1 je delitelné troma

s v

pre vSetky kladné celé Cisla plati 2" > n?
Y . P . 1 . .11
ked je Cislo a medzi kladnymi Cislami b, ¢, potom — je medzi e
a c

ked je sucin a-b delitelny ¢islom ¢, potom aspon jeden z Cinitelov je delitelny
c¢islom ¢

u . x . .y . PRI .y PO
I =—, kde u je mnozstvo ucinnej latky, a je podiel ucinnej latky (dolezité napr.
a

pre zdravotné sestry pri podavani injek¢nych roztokov)
vztah medzi x m/s a y km/hod. je x m/s = 3,6x km/hod.

e pri vypocte premennej rychlosti medzi dvoma mestami tam a spit sa pouzije vztah

v , » , . . o
v, = ——; vztah sa pouziva vtedy, ked medzi v, a v, je urcity pomer

cena tovaru sa najskor z povodnej ceny zvysila o 10 %, potom sa znizila 0 10 %; vy-
poctom zistime, ze poévodna cena sa znizi o 1 %
strata na materiali pri vyrobe hotového vyrobku z hladiska vyrobku je

D% = 11008)—11)) , kde p je strata z hmotnosti suroviny

e vztah medzi yardom a metrom je y = 0,914 m

e vztah na vypocet, kolko % tvori prirazka z velkoobchodnej ceny, je

b = 100D
(100 + p)’

pre mnozstvo vareného a surového misa plati vztah y, =1,54 - x,

kde p je prirazka k vyrobnej cene



